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 Introductionمقـــدمة :    7-1
فنىىل باةباىى  بغنرىىل ة  ىى   ىى ك     ىى  ك   فىىا بابىىلث با لاىىذ  ىىك اىىعب باا ىىلث ة ب

أحىىةا ل مىىى ا با    ىى  با ىىى  ي مب اىى  مىىى ا با    ىى  با ىىلب  باىىع  م   ىىة فىىا 
 ةلا      با      با ى  ي.    ه 

فإعب ف ضنل أك با    ى  با ىى  ي اىم  وا مبا    ى  با ىلب  اىم   ا فىإك  
 باصم ة با ل   الةبا   غاع باشكي :

 ص  =   د  )س(

وا  فىىإعب حىىةذ   ىىىى   ص ىىىى   فىىىىىةبا فىىا  م ىى  با    ىى  با ىىىىى  ي  وا ماىىمكك  
    ص    فةبا أمضلا فا  م   با      با لب    ا  ة ة فإنه محةذ  ب لا اعاك  

      ا. نىىىىب  با   ىىى  فىىىا   ا بلانىىىىب  ال   ىىى  فىىىا  وا    ىىى  ارىىىل بىىىلا 





س

 . ص

م ىىك انىىل م كننىىل     ىىا  شىى    باةباىى  بغنرىىل نرلمىى  بانىىىب   




س

ةنىىة ل  ص

ا. م ىىى ا  0و  ب  با   ىى  فىىا  وا ااىىا باصىىع    أ  ةنىىة ل  ىىلمم   ىىة
ة لمىى  ا فىىلة با شىى    بلماىىا الةباىى  ب  لمىى  با علضىىي م   ىى  ارىىل بىىلا    

سد

 صد

 وا أم  'أم ة 'أم  
سد

 ]ة   ا[ ح ذ : د



 

سد

ص د
نها

س

ص

0س








 

م  ىىل ش شىىك فمىىه أك ةلىىل با علضىىي عم أا مىى  بلا ىى  فىىا باا  ىى   ىىك فىى م   
با لىىىل با ا لعىىى    ىىىي با  لضىىىملو مباع   ىىىله مبش  صىىىلة م   اىىىل. فىىىنحك فىىىا ةلىىىل 
بش  صىىلة  ىى   نىىى اةل أاعلتىىلا ب  صىىلةم    ىىي با نع ىى  باحةمىى ة مبا العىى  باحةمىى ة 

طلحلو بش  صىىىىلةم  ب لىىىىل با علضىىىىي   مبلإ ىىىى بة باحىىىىة ة ف ىىىىل ة  ىىىى  اىىىىعه با صىىىى
 مالإفلب  ةلا اعب باىلبم ن نلمم با  لم با لاا ااا  مضح انل اعه با    .

نحك ن لل أك با       ك با اىلا ا محفىل بلإن ىلى اىا ة  ى  ةبامى  ح ىذ  
أك ةىىىىةة بامحىىىىةبو با ن فىىىى   وا اىىىىم با    ىىىى  با ىىىىى  ي مبا اىىىىلا ا   ا اىىىىا 

حفىىل بلإن ىىلى  بةو با اىىلا ا  ب ىىلا اىىعاك. فىىإعب فىى   أك  با    ىى  با ىىلب . فىىإعب  بة
باا م  با ن ف   وا  بةو ب  ةب  ص    فةبا فإك با الا ا    ىة ب  ىةب  صى    
فىىةبا أمضىىلا م اىىمك با اىىلا ا باحةمىى  اىىا نرلمىى  بانىىىب   ىى ك با  ىىلةة فىىا با اىىلا ا 

باصىع . أ   مبا  لةة فا حفل بلإن لى ةنة ل     ث با  لةة فا حفىل بشن ىلى  ىك
أك با الا ا باحةم  اا با  ل ي با علضىلا بلمم اةباى  با اىلا ا. مأمضىلا بلإ ى بة 
باحىىة  اىىم با  ل ىىي با علضىىلا بلمم اةباىى  بلإ ىى بةة مباىى مح باحىىة  اىىم با  ل ىىي 

 با علضلا بلمم اةبا  با مح ماكعب.

 إيجاد المشتقة الأولى باستخدام المبادئ الأولية :  7-2
 اة نل باةبا  : ةلا ف   أك 
 ا1          =  ة  وا   

وا فإنىىه محىىةذ    ىى   فىىإعب حىىةذ    ىى  ضىىي ي فىىا  م ىى  با    ىى   وا  ىىة ه  
  ا م صبح باةبا  : ضي ي  نلت  اه فا  م   با        ا  ة ه  



 

   +    + ة  و  =    ا2     وا 

 ا   ن ج أك :2ا  ك  1بط ح  

    + ة  و  =      ة   وا -وا 

 و  ن ج أك : ب ى   باط ف ك ةلا 
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 ا3     

 ا بلا ش    بلماا الةبا  أم با  ل ي با علضلا بلمم.3م   ف باصم ة  

 ( :1مثال )
 بلى اةبل با بلةئ بلمام ة أمفة با  ل ي با علضلا بلمم الةبا   
 1+    2   =  و   

 الحل :
وا  نعى   أك با    ى  با ىى  ي  وا    ى  ب  ىةب  صى    فىةبا  ىىة ه   

  ا. فإك با      با لب    ا       أمضلا ب  ةب  ص    فةبا  ة ه  

 ا1        1+    2   =  و 



 

   +     +  و   =    1+    2وا 
   +    و  2+  2   = و   + و ا2   1+  2وا 

 ا2ا  ك  1بط ح  
    =   2   و    +  و 2وا  

 و  ى   باط ف ك ةلا ب

  









س

ص

س

سسس 2
2

 

      = 
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 و و  +   2=      

 و  لمم ااا باصع . بغاع نرلم  باط ف ك ةنة ل 

نهانها 
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 وا و  +   2   

 و 2=    '      

 القواعد الأساسية لحساب التفاضل :  7-3
نتىى با لك ة لمىى  حىىىلث با شىى    بلماىىا الةباىى  بلىىى اةبل با بىىلةئ بلمامىى   

ة لمىىى   طماىىى  مشىىىل   فإنىىىه  مفىىىة ب ىىى  با مبةىىىة با ىىىا  ىىىى اةل فىىىا ا فىىىلة اىىىعه 
مف نع ى   أك با ش    بط     أىىري مأىى   معاىك ةمك بىى اةبل بانرلمىلو. مىى

 باةمبم با ا ىمف ن  ل ي   رل  ل ل  ا ش  لق.
 [ :  مشتقة المقدار الثابت :1قاعدة ]



 

 ة  ح ذ  أ    ةب   ل و   د )س(  =  أاعب كلك  
 )س( = صفر 'دفإك      

 ( :2مثال )
 أمفة با ش    بلماا الةبا  : 
 9ة  وا  =     
 الحل :
 [  نفة أك :1بلى اةبل  لةةة ] 
  وا  =  صع  'ة  

 Power Function:   ن[ :  مشتقة الدالة س2قاعدة ]
 ة ح ذ  ك  ةةة ح م ا  كاعب كلك ة  وا  =  و 
  1-ك وا  =  ك و 'ة    فإك 

 ( :3مثال )
 باةمبم ب  م  : بلماا  ش   باأمفة  
   i 5+    3   =  و ا   ii2س  =  ا

5

  
  iiiو ا  =        iv7-  = و ا  

 الحل :
  i 5+    3   =  و  ا 

  2و 3=       1-3و 3=  '   
 = صع  لنرل   ةب   ل و. 5شحظ أك  علضي با م    

 ii2س   =     ا
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 

 iiiو  ا  =    
 1=  صع و=   1-1=  و '   

 iv7-   =  و  ا  
  8-و 7-=     1-7-و 7-=   '   

[ :  المشــتقة الأولــى لمقــدار ثابــت مضــروباي اــى دالــة يســاو   ــ ا 3قاعــدة ]
 المقدار الثابت مضروباي اى مشتقة   ه الدالة.

 ( :4مثال )
 أمفة با ش    بلماا الةبا  : 
  3و 5   =     

 الحل :
  1-3و 3×  5=  '   
  2و 15=         

مـــول الجبـــر  لـــدالتين تســـاو  المجمـــول [ :  المشـــتقة الأولـــى ل مج4قاعـــدة ]
 الجبر  لمشتقة كل منها.

 ( :5مثال )
 أمفة با ش    بلماا الةبا  : 
  2و 5+    3و 7   =    

 الحل :
 و  2×    5+    2و 3×  7=   '  



 

 و 10+    2و 21=    

 

 [ :  المشتقة الأولى لحاصل ضرب دالتين :5قاعدة ]
 علضىىي باةباىى  با لنمىى  × بلماىىا ك = باةباىى  با شىى    بلماىىا احلصىىي ضىى ث ةبا ىى 

  علضي باةبا  بلماا× باةبا  با لنم   +
 ( :6مثال )
 أمفة با ش    بلماا الةبا  ب  م  : 
 ا3 + 3و 2ا  1 - 2و 3   =    

 الحل :
 ن حظ أك اعه باةبا  ةبل ة ةك حلصي ض ث ةبا  ك ا ل : 
 ا1 - 2و 3باةبا  بلماا  =     
 ا3 + 3و 2با لنم    =   باةبا    

  علضي باةبا  با لنم   +  باةبا  با لنم  ×  = باةبا  بلماا    '  
  علضي باةبا  بلماا×      

 و 6ا × 3 + 3و 2+   2و 6ا × 1 - 2و 3=     
 و 18+    4و 12+  2و 6  -  4و 18=    
 و 18+  2و 6  -  4و 30=    

 ( :7مثال )
 لةبا  :أحىث با ش    بلماا ا 
 ا3 -و  2ا  2 -و  3ا  1 -   =  و   



 

 الحل :
اىعه باةباى  ةبىىل ة ةىك حلصىىي ضى ث  ى ذ ةمبم مم ط  ىىل  لةىةة حلصىىي  

 ض ث باةبا  ك فإك :
 ا1 -باةبا  بلماا  =   و 

 ا 3 -و  2ا  2 -و  3باةبا  با لنم   =   
 ماا  ةم ال       حلصي ض ث ةبا  ك   
 [3ا × 3 -و  2+   2 ا ×2 -و  3ا ] 1 -=   و  ' 

 1ا × 3 -و  2ا  2 -و  3+        
 ا3 -و  2ا  2 -و  3[ +  9 -و  6+  4 -و  6ا ]1 - و  = 
 ا3 -و  2ا  2 -و  3ا +  13 -و  12ا  1 -=   و  
 6و +  13 - 2و 6+  13و +   25 - 2و 12=   
 19و  +   38  -  2و 18=   

 [ :  تفاضل خارج قسمة دالتين :6قاعدة ]
 البسط   -تفاضل البسط  × تفاضل خارج قسمة دالتين = )المقام 

 مربع المقام÷  تفاضل المقام(  ×          
 ( :8مثال )
 أمفة  علضي باةبا  ب  م  : 
   =  

س

سس
2

2

1

32



 

         الحل :
   ط  ل  لةةة  علضي ال ى  ى   ةبا  ك نفة أك : 
    م  با  للا÷  علضي با  للا × بابىط  -  علضي بابىط× =   با  لل  ' 
 



 

 وا[ 2ا  2 -+ و  2و 3  -ا 1و +  6ا  1+  2=  ] و 
  2ا1+  2 و÷       
 وا[ 4 - 2و 2+  3و 6  - 1+  2و + و 6+  3و 6=  ] 
  2ا1+  2 و÷       
 وا[ 4+  2و 2 - 3و 6 - 1+  2و + و 6+  3و 6=  ] 
  2ا1+  2 و÷       
  2ا1+  2[ /  و1و +  10+  2و -=  ] 

 The Chain Rule[ :  تفاضل دالة الدالة :  7قاعدة ]
 ص = د )ل(اعب كلك اة نل باةبا  :  

 ل   = د )س(مباةبا  :        

  فإك :
سد

صد

عد

صد

سد

عد
 

 مم كك  ط  ل اعه با لةةة اعب كلك اة نل ةبا  ك أم أا   فإعب كلك :
 ا   =  ة      
 ا ل ة    =    
 =  ة  وا ل  

 فإك :
سد

ص د

عد

صد

مد

عد
× 

سد

 مد

 ( :9مثال )
 1+    2  3   =  اعب كلك :
 1  -و   5     =   



 

 أمفة :
سد

 صد

 

 الحل :
    =   3  2    +1        

عد

   6=    صد

          1  -و   5   =    
سد

 5=    عد

  
سد

=  صد
عد

×   صد
سد

 عد

        =6      ×5 
 5ا  ×  1 -و   5  6=        
 30  -و   150=        
 ( :11مثال )

 1+    2  2   =    اعب كلك :
  2ل  3    =      
 و 2+    2ل  =  و      
 أمفة :

سد

 صد

 الحل :
    =   2  2    +1          

عد

   4=   صد

                   2ل 3   =    
مد

 ل 6=   عد

         و 2+    2=  و ل 
سد

 2 و + 2=  مد



 

  
سد

=   صد
عد

×   صد
مد

×    عد
سد

 مد

 ا2و  +   2ل    6×      4=        
 ا2و  +  2ل   6ا  ×  2ل 3  4=        
 وا 2+  2 و 6×  2وا 2+  2 و 3×  4=        
 ا2و +  2×      
 ا2و +  2وا   2+  2 و 2وا 2+  2 و 72=        
  4وا 2+  2 و 72=        

 :( 11مثال )
  10ا3+  2   =  و  اعب كلك : 
  أمفة : 

سد

 صد

 الحل :
 3+    2   =  و  نع   أك : 
  10   =     أ  أك : 

مح ذ أك : 
سد

=   صد
عد

×   صد
سد

 عد

 و 2×    9  10=         
 و 2  ×  9ا3+  2 و 10=         
  9ا3+  2و  و 20=         

 مبصع  ةل   اعب كلك اة نل باةبا  :
  نص  =  ] د )س( [  
   فإك :



 

  
سد

×  1-ن= ن ]ل )س([ صد
سد

 عد

 ( :12مثال )
  15ا3+    2و 2+    3و 7   =    اعب كلك : 
 أمفة : 

سد

 صد

 الحل :
  15ا3+    2و 2+  3و 7=       
 

سد

 وا 4+  2و 21  14ا3+  2و 2+  3و 7  15=  صد

 Inverse Function[ :  تفاضل مق وب الدالة :  8قاعدة ]
 اعب كلك اة نل باةبا  

 ص  =  د )س(    
      فإك : 

صد

÷  1=   سد
سد

 صد

 ( :13مثال )
 1+    3و 4   =   اعب كلك : 
 أمفة : 

صد

 سد

 الحل :
 1+    3و 4   =    
  

سد

  2و 12=   صد



 

  
صد

=   سد
س12

1
2
  

 Implicit Function[ :  تفاضل الدالة الضمنية :  9قاعدة ]
 (Explicit function)ةباىى  صىى  ح    1 -و  5+  2و 3باةباىى  :   = 

 ح ذ  حةة  م     ا  بلش ة   ا ةلل  م    وا. فإعب أاعو باةبا  باصم ة

 =  صفر  1س  +   5  -  2س 3  -ص    

فإنرىىىىىل     ىىىىى  ة  ىىىىى  ةبامىىىىى  ضىىىىى نم   ىىىىى ك  و ة   . ملإ فىىىىىلة  علضىىىىىي باةباىىىىى  
ك ىل ىى ل.   ى  أنىه باض نم    ل  علضي كي حة ةلىا حىةة بلانىىب  ال    ى  و 

 بلانىب  الحة باع  مح م  ةلا   ا   بةا  ل  لا :

  
سد

د
صنص 1نن   

سد

 صد

 
سد

= صىىىىىىىىع   ىىىىىىىى ل  1و +  5 - 2و 3 -الةباىىىىىىىى  باضىىىىىىىى نم       صد

 حىل رل كل  ا :

 
سد

 =  صع   5  -و   6  -  صد

 
سد

 5و  +   6=    صد

 ( :14مثال )
 أمفة : 

سد

 الةبا  :  صد

 =  صع   7+ و +  2+   و 2    



 

 الحل :
 2  

سد

×  2و + و 2× + ]   صد
سد

 = صع 1[ +صد

 2   
سد

 2و   + و 2+ ] صد
سد

 = صع    1[ + صد

 2   
سد

 2و   + و 2+  صد
سد

 = صع      1+  صد

  ف مى  باحىىةمة با ىىا  ح ىىم  ةلىىا 
سد

فىىا باطىى ف بلم ىىك مبىىل ا باحىىةمة فىىا  صد

 باط ف بلمى   ن ج أك :

 2   
سد

 2+ و صد
سد

 1 -و    2-[ = صد

 
سد

 1 -و    2-ا = 2  + و 2  صد

 
سد

 ا 2  + و 2ا /  1 -و    2-=   صد

 Exponential function[ :  تفاضل الدالة الأسية :  11قاعدة ]
 فإك :  د)س(ص =  ـاعب كلك اة نل باةبا  بلىم  

 )س( 'د×    د)س(=   ـ   'ص

ماىىىعب  21718ح ىىىذ اىىىى بلىىىىلو باط م ىىىا الىىىةمبم بلىىىىم  مبالم ل    مىىى ة اىىىى = 
   نله :

 أك  علضي باةبا  بلىم  مىلم  نعو باةبا  بلىم   ض مب  فا  علضي بلو.

 ( :15مثال )



 

  و3-   =  اى أمفة  ش    باةبا  :

 الحل :
 ا3-  و3-=  اى  '  
  و3-اى 3 -=    

 ( :16مثال )
  و3اى 2   =  و ش    بلماا الةبا  :أمفة با 

 الحل :
   ط  ل  لةةة  علضي حلصي ض ث ةبا  ك :

  علضي باةبا  ×  علضي باةبا  با لنم  + باةبا  با لنم  × =  باةبا  بلماا  ' 
 بلماا    
 و 2×  و3+ اى 3×  و3اى×  2=  و ' 

  و3و اى 2+  و3اى 2و 3=   
 ا 2و +  3  و3=  و اى 
  و3ا اى2و +  3=  و   

 ( :17مثال )
  واى÷    3   =  و أمفة با ش    بلماا الةبا  :

 الحل :
   ط  ل  لةةة  علضي ال ى  ى   ةبا  ك نفة أك :

  '     =
 هـ

هـهـ
2س

س23س ×سس3×  
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    = 
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س2 سهـ  

    = 
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س
س

 3س2

 Logarithmic function:  تفاضل الدالة ال وغاريتمية :  [ 11قاعدة ]
 اعب كلك اة نل باةبا  بالم ل    م  :

 ] ل )س( [  ـص  =  لو   
 )س( 'ل×  ل )س( [  ÷ ]  1=    'ص  فإك :

 مال بىمط ىمف نى اةل با    ام  ةمك بلىلو باط م ا اى

 ( :18مثال )
 أمفة با ش    بلماا الةبا  : 
 ا1+   2 و   =  ام   
 الحل :
  '   =

 1س

1
س2×

1س

س2
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 ( :19مثال )
 أمفة  علضي باةبا  بالم ل    م  ب  م  : 
 ا 2   =  ام   ام و  

 الحل :



 

  '    =
سلو

1
×

س

1
22

 و 2×    

    =
2سلوس

2 

 ( :21مثال )
 أمفة  علضي باةبا  : 
  5ا1و  +   2   =  ام    

 الحل :
  '   = 

 21س

1
1س52×

5

4


   ×2 

  '    = 

 21س

1س102
5

4



 

 ( :21مثال )
 أمفة با  ل ي با علضلا بلمم الةبا  : 
 ام و  و   =  اى  

 الحل :
 بلى اةبل  لةةة  علضي حلصي ض ث ةبا  ك نفة أك : 
×    و=  اى '  

س

  واى×  +  ام و    1

  '   =
س

 ام و  و+ اى واى 1

 ( :22مثال )



 

 أمفة با  ل ي با علضلا بلمم الةبا  : 
    =   

هـ

لو
س2

 س2

 الحل :
 بلى اةبل  لةةة  علضي ال ى  ى   ةبا  ك نفة أك : 

  '   =
 هـ

هـهـ سس

2س2

2

2

22 ×
س

1
2××سلوس2× 

 

     =
هـ

سلوهـهـ سس

س4

222

س

2
2 

 

      =
هـ

سلو

س2

2 2
س

1










 

 تطبيقات اقتصادية وتجارية ع ى المشتقة الأولى :  7-4
 أولاي :  التكاليف الك ية والمتوسطة والحدية : 
 ك با   مف أك با الا ا باالم  اا   ةب   ل   ح لىه   ىل   العىها ان ىلى  

حفىىىل   ىىى ك  ىىىك بلإن ىىىلى. ماىىىعه با اىىىلا ا   اىىىمك  ىىىك فىىى أ ك  بافىىى ه بلمم اىىىم 
ا با    ىى ة ماىىا     ىىة ةلىىا حفىىل بلإن ىىلىة أ   ىى ةبة    ىىلةة اىىعب باحفىىل با اىىلا 

م ىىن    ن صىىلنهة أ ىىل با اىىلا ا با ل  ىى  فرىىا با العىى  با   ىى  ا ىىةئ بلإن ىىلى ماىىا 
 ش    ة ةلا حفل بلإن لى. فلا الا ا با ل    ش             حفل بلإن لى.

 يف الثابتةالتكاليف الك ية  =  التكاليف المتغيرة  +  التكال



 

اىىا با العىى  باالمىى    ىىىم   ةلىىا ةىىةة  Average costمبا اىىلا ا با  مىىىط  
بامحىىةبو با ن فىى  فىىإعب كلنىىو با اىىلا ا باالمىى   وا مةىىةة بامحىىةبو با ن فىى  اىىم 

  وا فإك :

التكاليف المتوسطة 











ست

  و

 ا بلانىىىب  اا مىى  أ ىىل با اىىلا ا باحةمىى  فىىم كك     عرىىل بغنرىىل  علضىىي ةباىى  با اىىلا
 بلإن لى أ  أك :

التكاليف الحدية  =  
سد

 تد

 ( :23مثال )
 اعب كلنو   لةا  با الا ا باالم   وا فا  صن  ص ح باة ك اا : 
  2و 012و  +   3+    230و  =    

 و  :  ةةة بامحةبو با ن ف  ح ذ :  
   لةا  با الا ا باحةم . ا i   أمفة :
     ii50أحىث با الا ا باحةم  ةنة ل  و  =  ا 

 الحل :
  i لةا  با الا ا باحةم  اا  علضي ةبا  با الا ا ا   

 و 014+    3=    'و  
 ii50ةنة ل  و  =   ا 

 ا50  014+    3=   با الا ا باحةم     
      =3    +20      =23 



 

مبا العى  باالمى  ةنىة ل   ة     50ملإ بلو عاىك نمفىة با العى  باالمى  ةنىة ل و = 
 51و = 

  51عندما  س = 
  2ا50  012ا  + 50  3+    230=   و   
 ا2500  012+    150+    230=      
      =230    +150    +500 
 فن رلا   880=      

 
 51عندما  س = 

  2ا51  012ا  + 51  3+    230=   و   
 ا2601  012+    153+    230=      
      =230    +153    +52012 
 فن رلا   90312=      

 فن رلا   2312=    880  -  90312=   51 الع  بامحةة   ل 
 محةة. 50ماا با الع  باحةم  ةنة حفل ان لى 

م ك انل نى طم  با مم بغك با الع  با ا حصلنل ةل رل بلى اةبل با ش    بلماا 
           بلا ة م لا. 23ماا 

 مب ك  ل ام  با عى   بش  صلة  اعاك  
محىةة اىا  50با عى   بش  صلة  اعاك ام أك با الع  باحةم  ةنىة ان ىلى  
 23ا  الىىىىا باشىىىى ك  51فن رىىىىلا   نىىىىا أك بامحىىىىةة بلإضىىىىلفم   بامحىىىىةة   ىىىىل  23

 فن رلا.
 ( :24مثال )



 

اعب كلنىىىو ةباىىى  با اىىىلا ا با  مىىىىط  فىىىا  صىىىن   ن ىىى ة ا  بىىىو باىىىى ةبو  
  رلو اا :بلافن
ت  

  =010001 1-و 4000+  4و +  0103 - 2و  
ت ح ذ :

  . با الع  با  مىط 
                  و  ةةة بامحةبو با ن ف .  

 ا فلة ةبا  با الا ا باحةم . ا i   مبا طلمث :
    ii محةة 50حىلث با الع  باحةم  ةنة ان لى  ا. 

 

 الحل :
 لإ فلة ةبا  با الا ا باحةم  نمفة ةبا  با الا ا باالم  أمشا : 

 ةةة بامحةبو با ن ف ×  با الا ا باالم   =  با الا ا با  مىط   
 وا × 1-و 4000+  4و +  0103 - 2و 010001=    و   
 4000و +  4+  2و 0103 - 3و 010001=    

  ش    بلماا اةبا  با الا ا :لإ فلة ةبا  با الا ا باحةم  نمفة با
 4و  +   0106  -  2و 010003=   'و 

 51عندما  س  = 
 4ا + 50  0106  -  2ا50  010003=   'و 
 4+  3 -ا 2500  010003=    
 فن رلا   1175=   3 - 4175=    4+  3 - 0175=    



 

لى ماعب م نىا ب  صىلةملا : أنىه لإن ىلى محىةة مبحىةة اضىلفم  ب ىة حفىل بلإن ى 
 فن رلا. 1175 الا باش ك   51محةة فإك اعه بامحةة   ل  50

 ثانياي :  الإيراد الك ى والإيراد الحد  :
م  ف بلإ  بة باالا بغنه ةبل ة ةك حلصي ض ث باىى   فىا باا مى ة أ ىل  

 بلإ  بة باحة  فم  ف بغنه ةبل ة ةك با  ل ي با علضلا بلمم الإ  بة باالا.

 ( :25مثال )
فن رىىلا. أمفىىة  15  باللاىىلة با نىى ج باىىع   ن فىىه بىىى   بامحىىةة   مىى   صىىن 

 محةة. 2000محةةة مأمضلا ةنة ل   م   200ا  بةه باحة  ةنة ل   م  

 الحل :
 ةةة بامحةبو با بلة ×  بلإ  بة باالا  =  باى      
 و  15       =       
 15ا  =  'بش  بة باحة     
 فن رلا   15ا  =  200بش  بة باحة   ةنة ل  و  =   
 فن رلا   15ا  =  2000بش  بة باحة   ةنة ل  و  =  

 معاك لك ةبا  بلإ  بة باحة  ةبا   ل   .

 ثالثاي :  الميل الحد  للاستهلاك :
نحىىىىىىك ن لىىىىىىل أك انىىىىىىلك ة  ىىىىىى  ةبامىىىىىى   ىىىىىى ك باىىىىىىةاي با ىىىىىىم ا باالىىىىىىا   ا  

  با ىىى  ي مبشىىى ر ك با ىىم ا باالىىا  كا ح ىىذ م   ىى  باىىةاي باالىىا اىىم با    ىى
مبشىىىىى ر ك باالىىىىا اىىىىم با    ىىىى  با ىىىىلب . ماىىىىعاك ن ىىىىمم أك بشىىىىى ر ك ةباىىىى  فىىىىا 

 باةاي. أ  أك :

 ك  =  د )خ(    



 

 مم  ف با  ي باحة  ا ى ر ك بغنه با  ل ي با علضلا بلمم اةبا  بشى ر ك.

خد

 كد

ةاي ةلىىا با   ىى  فىىا م  ىى ك با  ىىي باحىىة  ا ىىى ر ك  ىىة   ىىغ    با   ىى  فىىا باىى
 بشى ر ك.
 مح ذ أك :

 الاستهلاك  -الادخار  =  الدخل  
 ك    -ر    =     خ    

 مم علضي ط فا با  لةا  بلانىب  الةاي   

  
خد

رد

خد

خد

خد

كد
 

     =1  -  
خد

 كد

مم ىىى ف  
خد

 ىىىة   ىىىغ    با   ىىى  فىىىا بلا  ىىىي باحىىىة  ا ةاىىىل  ماىىىم   ىىى ك  رد

 باةاي ةلا با     فا بشةال .
 أ  أك :

 1الميل الحد  للادخار  +  الميل الحد  للاستهلاك   =  

 ( :26مثال )
 اعب كلنو ةبا  بشى ر ك  غاع با     : 
 خ  2+    3ك   =    

 فن رلا. 90أمفة با  ي باحة  ا ةال  ةنة  ى م  باةاي 



 

 الحل :
 با  ي باحة  ا ى ر ك  -  1با  ي باحة  ا ةال   =  

 با  ي باحة  ا ى ر ك ام  علضي ةبا  بشى ر ك بلانىب  الةاي   ا

=   'ك  خ
1

2

1



خ

 

   -  1با  ي باحة  ا ةال   =   
خ

1 

 فن رلا فإك : 90ةنة  ى م  باةاي 

   -  1=    ةال   با  ي باحة  ا 
90

1 

       =1  -  01105      =01895 

 النهايات العظمى والصغر  :  7-5
    ة باا     ك با ط م لو بش  صلةم  مبا فل    ةلىا ا فىلة ن ىط بانرلمى   

با ت ىىا مباصىى    الىىةمبم با ىىا    ىىي اىىعه با ط م ىىلو ف لىىا ىىى  ي با  ىىلمة نحىىك 
ةك حفل بلإن لى باع  مح ل أا    مح   كك أم أ ي  الع    كنى . نبحذ ةبي لا 

مبصىىع  ةل ىى ة اعب كىىلك اىىة نل باةباىى  ة  وا مأ ةنىىل  حة ىىة ن ىىط بانرلمىى  با ت ىىا 
 مباص    ارعه باةبا  فإنه  مفة اعاك ط     ك ا ل :

 أولاي :  اختبار المشتقة الأولى :
 :با  لم با   ا با لاال   ك ا م مىمف ن   ف ةلا اطمبو اعب بشا ب  

 ( :27مثال )
 أمفة بانرلم  باص    الةبا  : 



 

 و 2  -  2   =  و   
 الحل :

   لا  ط     ا فلة بانرلم  باص    الةبا  فا بااطمبو ب  م  :
  نمفة با ش    بلماا الةبا  : -1

 2 -و   2=    '    

 =  صع   '   نض   -2
 =  صع   2  -و   2   
 =  صع   ا1 - و  2   
 1و   =              

     0199ة أ  ةنة ل و =  1نمفة  م   با ش    بلماا ةنة ل و >  -3
 2  -ا  0199  2=   '    
      =1198  -  2 
   م   ىلاب ا  012-=      

     1101ة أ  ةنة ل و =  1نمفة  م   با ش    بلماا ةنة ل و <  -4
 2  -ا  1101  2=   '    
   م    مفب ا  0102=     2  -  2102=      

مح ىىذ أك با شىى    بلماىىا     ىى   ىىك ىىىلاث ااىىا  مفىىث فإنىىه  مفىىة الةباىى  نرلمىى  
 1ص    ةنة بان ط   و  =  

 ملإ فلة  م   اعه بانرلم    ل با  مم  فا باةبا  بلصلم 
 و 2  -  2=  و     
 ا1  2  -  2ا1=       
      =1  -  2    =- 1 



 

 ( :28)مثال 
 أمفة ن ط  بانرلم  با ت ا الةبا  : 
  2و  -و   5   =    

 الحل :
  نمفة با ش    بلماا الةبا  : -1

 و 2  -  5=    '    

 نض  با ش    بلماا  =  صع  منمفة  م    و  -2
 و   =  صع  2 -  5   
 و 2=    5         
 215و   =              

 2149ة أ  ةنىىة ل و =  215ا ةنىىة ل و > نمفىىة  م ىى  با شىى    بلماىى -3
    
 ا2149  2  -  5=   '    
      =5  -  4198 
   م    مفب ا 0102=      

 2151ة أ  ةنىىة ل و =  215نمفىىة  م ىى  با شىى    بلماىىا ةنىىة ل و <  -4
    
 ا2151  2  -  5=   '    
      =5  -  5102 
   م   ىلاب ا  0102-=      



 

    ىىى   ىىىك  مفىىىث ااىىىا ىىىىلاث فإنىىىه  مفىىىة نرلمىىى  ةت ىىىا  'ة  مح ىىىذ أك اشىىىل  
 . 215الةبا  ةنة بان ط   و  =  

 ملإ فلة  م   اعه بانرلم  با ت ا   ل با  مم  فا باةبا  بلصلم .
  2ا215   -ا  215  5=      
     =12150  -  6125     =6125 

 ( :29مثال )
 أمفة ن ط  بانرلم  با ت ا مباص    الةبا  : 
 4و  +   3 -  3ة  وا  =  و  

 الحل :
 نمفة با ش    بلماا الةبا  : -1

 3 -  2و 3 وا  =   'ة  

  وا  =  صع  'نض  ة -2
 =  صع   3  -  2و 3  
 ا  =  صع 1 - 2 و 3  

 ا  =  صع 1ا  و + 1 - و  -3
 1-و  =    أم   1و  =    

 1عندما س = 
    ا. 0199أ  ةنة ل و =  1نمفة  م   با ش    بلماا ةنة ل و >  -3

 3  -  2ا0199  3=   ا 0199  'ة  
   م   ىلاب ا  0106 -=   3  -  2194=      



 

     1101أ  ةنة ل و  =   1نمفة  م   با ش    بلماا ةنة ل و <  -4
 3  -  2ا1101  3=   ا 1101  'ة  
   م    مفب ا   0106=   3  -  3106=      

شىى    بلماىىا     ىى   ىىك ىىىلاث ااىىا  مفىىث فإنىىه  مفىىة نرلمىى  مح ىىذ أك اشىىل ة با 
 1ص    ةنة  و  =  

 ماعه بانرلم    ل باحصمم ةلا  م  رل بلا  مم  فا باةبا  بلصلم  كلا لاا :
 4ا  +  1  3  -  3ا1ا  =   1ة    
       =1  -  3    +4    =2 

 1-عندما  س  =  
 1101-ة أ  ةنىىة ل و = 1-نمفىىة  م ىى  با شىى    بلماىىا ةنىىة ل و >  -3

    ا.
 3  -  2ا1101-  3=     ا1101-ة    
   م    مفب ا  0106=     3  -  3106=        

 0199-ة أ  ةنىىة ل و = 1-نمفىىة  م ىى  با شىى    بلماىىا ةنىىة ل و <  -4
    
 3  -ا  0199-  3=     ا0199-  'ة  
   م   ىلاب ا  0106-=    3  -  2194=        

أك اشىىل ة با شىى    بلماىىا     ىى   ىىك  مفىىث ااىىا ىىىلاث فإنىىه  مفىىة الةباىى   مح ىىذ
ملإ فىىىلة  م ىىى  اىىىعه بانرلمىىى  با ت ىىىا  ىىى ل  1-نرلمىىى  ةت ىىىا ةنىىىة بان طىىى  و = 

 با  مم  فا باةبا  بلصلم  كل  ا :



 

 4ا  +  1-  3 -  3ا1-=    ا1-ة    
      =-1    +3    +4    =6 

 نية :ثانياي :  اختبار المشتقة الثا
 م  لا  اعب بشا بل  فا بااطمبو ب  م  :

 نمفة با ش    بلماا الةبا . -1
 نض  با ش    بلماا  ىلم  صع  منمفة  م   و . -2
 نمفة با ش    با لنم  الةبا   إ فلة با علضي   ة  لنم  ال ش    بلماا. -3
   ل با  مم  ب م   و فا با ش    با لنم  مانل  مفة حلا لك : -4

اعب كلنو  م   با ش    با لنم  ةنة اعه بان طى   مفبى  بلإشىل ة كىلك    أ ا
 الةبا  نرلم  ص    ةنة اعه بان ط .

ب ل اعب كلنو  م ى  با شى    با لنمى  ةنىة اىعه بان طى  ىىلاب  بلإشىل ةة   ثا
 كلك الةبا  نرلم  ةت ا ةنة اعه بان ط .

 مبل  ل  با لام   مضح اعب بشا بل .

 :( 31مثال )
بىىىى اةل با بىىىل  با شىىى    با لنمىىى  لإ فىىىلة ن ىىىط بانرلمىىى  با ت ىىىا مباصىىى     
 الةبا .
 3و  +   27  -  3   =  و  

 الحل :
 نمفة با ش    بلماا الةبا  : -1

 27  -  2و 3=    '   

 =  صع   'نض    -2



 

 0=    27  -  2و 3  
 27=    2و 3  
 9=    2و     
 3 +و   =        

     با لنم  الةبا  :نمفة با ش -3
 و 6 "  =    

 3ةنة ل  و   =   -4
   م    مفب ا  18=    3×    6=    "   

مح ىىىذ أك اشىىىل ة با شىىى    با لنمىىى   مفبىىى  فإنىىىه  مفىىىة الةباىىى  نرلمىىى  صىىى    ةنىىىة 
 ماعه بانرلم  نحصي ةل رل بلا  مم  فا باةبا  بلصلم  : 3بان ط  و = 

 3ا  +  3  27  -  3ا3   =     
     =27  -  81    +3    =-51 

 3-عندما س = 
   "   =6    ×-3     =-18 

مح ىىىذ أك اشىىىل ة با شىىى    با لنمىىى  ىىىىلاب ة فإنىىىه  مفىىىة الةباىىى  نرلمىىى  ةت ىىىا ةنىىىة 
 ماعه بانرلم  نحصي ةل رل بلا  مم  فا باةبا  بلصلم . 3-بان ط  و = 

 3ا  +  3-  27  -  3ا3-=       
     =- 27    +81    +3          
     =57 

 :رية ع ى النهايات العظمى والصغر  تطبيقات اقتصادية وتجا  7-6



 

 ( :31مثال )
اعب ف ضىىىىنل أك با اىىىىلا ا باالمىىىى   وا محفىىىىل بلإن ىىىىلى  وا ا نىىىى ج   ىىىى ك  

 م كك با      ةنرل بلا     :

 20000+    1-و 400000و  +  0101و  =    

 ه با الا ا أ ي  ل م كك.فغمفة حفل بلإن لى  وا باع   امك ةنة

 

 الحل :
 نمفة با ش    بلماا اةبا  با الا ا. 
  2-و 400000  -  0101=    'و  
 =  صع   'و نض   
 =  صع   2-و 400000  -  0101  
 0101=     2-و 400000  
  0100000025=    2-و  
 4000000=     2و  
 2000  +و    =    

 محةة 2000لابلا. اعك و = مح ذ أك حفل بلإن لى ش مكمك ى

 نمفة با ش    با لنم .
  3-و  800000=   "و  

 فا با ش    با لنم  نفة أنرل  مفب .  2000مبلا  مم  ةك و =  
  3-ا2000  800000=   "و  



 

  ك م   مفب ا  3ا2000÷     800000=     
 2000أ  أنه  مفة نرلم  ص    ةنة بان ط   و  =  

 2000ع   ف ىىي با اىىلا ا باالمىى  أ ىىي  ىىل م كىىك اىىم اعك حفىىل بلإن ىىلى باىى 
 محةة مم كك باحصمم ةلا أ ي با الا ا بلا  مم  فا باةبا  بلصلم .

 20000+    1-ا2000  400000ا + 2000  0101=   أ ي با الا ا
    =20    +200     +20000    
 فن رلا   20220=    
 ( :32مثال )
  صن   بنل اا :اعب كلنو ةبا  با الا ا باالم  ب 
 64و  +   24  -  2و 4و  =    

 ح ذ  وا ام حفل بلإن لى.
  i أمفة حفل بلإن لى باع   ف ي با الا ا باالم  أ ي  ل م كك. ا 
  ii أمفة حفل بلإن لى باع   ف ي با الا ا با  مىط  أ ي  ل م كك. ا 

 الحل :
  i نمفة با ش    بلماا اةبا  با الا ا ا 

 24  -و   8 وا  =   'و  
  وا  =  صع  'و نض    
 =  صع    24  -و   8  
 24و  =   8       
  3و  =      

 نمفة با ش    با لنم  :



 

 8=    وا "و  
 أ  أك با ش    با لنم   مفب  بلإشل ة.

محىىىىةبو  3اعك أ ىىىىي  ىىىىى م  ال اىىىىلا ا باالمىىىى    ح ىىىىل ةنىىىىة  ىىىىى م  ان ىىىىلى  ىىىىة ة 
 لصلم .منحصي ةلمه بلا  مم  فا باةبا  ب

 64ا  +  3  24  -  2ا3  4=   ا3و    
      =36  -  72    +64 
      =28 

  ii حفل بلإن لى÷  با الا ا با  مىط   =  با الا ا باالم    ا 
ت  

 وا  ÷  64و  +   24  -  2و 4=       وا 
  1-و  64+    24  -و   4=        

 اةبا  با الا ا با  مىط  :نمفة با ش    بلماا 
ت  



  2-و  64  -  4=      وا '
ت  نض 



 =  صع     وا '
 =  صع  2-و 64 - 4  
  2-و 64=      4       
 64=    2و 4    
 16=    2و      
  مباىلاث   فم ا    4 +و  =         

   با الا ا با  مىط  :نمفة با ش    با لنم  اةبا
ت  



  3-و 128=  +     وا "



 

        =
س

128
3

 

 فا با ش    با لنم   4بلا  مم  ةك  و  =  
ت  



 2=    64÷    128=   ا4  "
 =و    ة لبا اىلا ا با  مىىط   مفبى  ةنىمح ذ بك اشل ة با ش    با لنم  اةباى  

4 
اعك  مفة نرلم  ص    اةبا  با الا ا با  مىط  ةنة اعه بان ط  م امك با الع  

 با  مىط  فا اعه باحلا 
ت  

  4  24  -ا  4  4=   ا    +
4

64 
      =16  -  24    +16    =8 

 ( :33مثال )
 اا : اعب كلنو ةبا  با الا ا باالم  
 800و  +   75و  وا  =    

ح ذ  وا اا حفل بلإن لى  بلا يىلوا. فىإعب كىلك ىى    مى  بامحىةة   ا   حىةة 
 و 5  -  600بلا     :      =  

 أمفة حفل بلإن لى باع    ح ل ةنةه أا    مح   كك.

 الحل :
 ةةة بامحةبو×   بلإ  بة  =  ى    م  بامحةة    
 و×  وا   5  - 600=       
  2و 5  -و   600=      

 با الا ا باالم   -=  بلإ  بة     با مح 
 ا800و  +   75  -  2و 5 -و   600=          



 

 800  -و   75 -  2و 5 -و   600=      
 800  -  2و 5  -و   525=      

 نمفة با ش    بلماا اةبا  با مح :
 و 10  -  525=     '   

  ش    بلماا اةبا  با مح  ىلم  صع با.ةنة أا    مح   كك  امك با
 و  =  صع  10  -  525  
 و 10=    525          
 5212و  =         

 نمفة با ش    با لنم  اةبا  با مح :
   "   =- 10 

مح ذ أك اشىل ة ةباى  باى مح ىىلاب  اعك  مفىة نرلمى  ةت ىا اةباى  باى مح ةنىة  و 
 ا    مح   كك.ماعه بانرلم  با ت ا      ةك أ 5212= 

 ملإ فلة أا    مح   كك   ل با  مم  فا ةبا  با مح بلصلم .

 800  -  2ا5212  5  -ا  5212   525=     
    =27405  -  1362412  -  800 
 فن رلا.  1298018=    

 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السابعتمارين على الباب 

 أوجد المشتقة الأولى ل دوال الآتية :
 1  -و   5+    2و 2  -  3و 3   =    ا1 
 3  -  1-و 01001+    2-و 011   =    ا2 
  9ا5+    2و 3ة  وا  =     ا3 
 ا1  -و   5ة  وا  =  ام    ا4 
  و3   =  اى  ا5 
 ا [1  -و   2   =  ام ] ام    ا6 
  1-و5   =     ا7 
 ا1و  +   2ا  1  -و   3   =     ا8 
 ا1ا  و  +  1  -ا  و  1  -و   2   =     ا9 
 ام و  و   =  اى  ا10 



 

  20ا2و 3  -  4و 5   =     ا11 
 ا1 و  +  ا  ÷  1  -و   3   =     ا12 
   =    ا13 

س2هـ

 س2
سسس   =  و    ا14  23  
 2 - 2ة     =  و  1+    2  5اعب كلنو     =    ا15 

أمفة    
سد

  صد

 باستخدام المبادئ الأولية ، أوجد المشتقة الأولى ل دوال الآتية :
   2   =  و  ا16 
 1  -  2و 2   =    ا17 
 1  -و   2+    2و 3   =    ا18 

 باستخدام التعريف أوجد المشتقة الأولى ل دوال الآتية :
 س   =     ا19 
 9   =    ا20 

 التفاض ى الأول ل دوال الآتية : أوجد المعامل
 0=    10   +  و  +   2+  و  3   ا21 
 0=    15+  و    +    2+     2  2و  ا22 
  2و+5   =   اى  ا23 
  و4+2و2-3و3-   =  اى  ا24 
 ا7  -  6   =  ام  و  ا25 
  6ا1و  +   2  -  3و 2+    4   =  ام  و  ا26 
  2ا1 -و   2+     4و 3   =    ا27 



 

  2ا1-   =   و  +  و  ا28 

   =    ا29  
س

1س
2
 

   =    ا30  
 1س

1س3
2

2



 

  5   =   ام وا  ا31 
 ام و  2   =  و  ا32 

   =    ا33 
هـ-1

1
س

س هـ 

أوجد نقط النهايـة العظمـى والصـغر  ل ـدوال الآتيـة باسـتخدام اختبـار المشـتقة 
 لى :الأو 
 5  -و   12  -  2   =  و  ا34 
 1+    2و  -و   2   =    ا35 
 3و  +   3  -  3   =  و  ا36 
 1و  +   12  -  2و 3+    3و 2   =    ا37 

أوجد نقط النهايـة العظمـى والصـغر  ل ـدوال الآتيـة باسـتخدام اختبـار المشـتقة 
 الثانية :

 5  -و   27  -  3   =  و  ا38 
 1+    2و 8  -  4و   =    ا39 
 3+    2و 8  -  3و 4+    4   =  و  ا40 
 اعب كلنو ةبا  با الا ا باالم  ب صن  بلنمب  اا :  ا41 



 

   2و 01001و  +   20و  =    
فن رىلاة فغمفىة حفىل بلإن ىلى  وا باىع   25مى    مى  بامحىةة اىم 

  ف ي با مح أا    ل م كك. م ل   ةب  اعب با مح.

 العىىى  ان ىىىلى  وا محىىىةة ب صىىىن  اىىىلف    حىىىةة بلا   ىىى   اعب كلنىىىو ا42 
 با لام  :

و  =    
400

 600و  +   2+    2و 1
محىىىةة. م ىىىل اىىىم با عىىىى    200أمفىىىة با اىىىلا ا باحةمىىى  ةنىىىة ان ىىىلى 

 بش  صلة  ارعه با الا ا.

 

 اعب كلنو ةبا  با الا ا ا ن ج  ل   حةة بلا      ا43 
 200 و + 5+  2و 0105و  =     
 مى    م  بامحةة   ا   حةة بلا     :  
 و 0185  -  300   =     
 ح ذ  وا مىلم  ةةة بامحةبو با ن ف .  

  i أمفة حفل بلإن لى باع  مح ل أةتل  مح   كك م  ةب  اعب  ا
 با مح.

    ii أمفة ى    م  بامحةة. ا 

 اا : اعب كلنو ةبا  با الا ا باالم  ا ن ج  ل  ا44 
 400و  +   5+    2و 0105و  =     
 ح ذ  وا اا حفل بلإن لى.  
 أمفة حفل بلإن لى باع   ف ي با الا ا با  مىط  أ ي  ل م كك.  



 

أمفة با  ي باحة  ا ى ر ك مبا  ي باحىة  ا ةاىل  ةنىة  ىى م   ا45 
 فن رلا اعب كلنو ةبا  بشى ر ك اا : 150ةاي 

 خ+     2ك  =    
 
 
 
 
 
 
 
 


